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Пусть дано банахово пространство E [1] и банахово пространство CE всех непрерывных и 

ограниченных функций f (t) ( ( , ))t∈ −∞ ∞  в пространстве Е. Элемент в CE, соответствующей 

функции f (t) ( ),t−∞ < < ∞  обозначим через .f%  Норма элемента в CE вводится следующим образом: 

 sup ( ) .
E

EC t
f f t

−∞< <+∞
=%  

Положим ( ) { ( ); , ( ; )}.f s f t s t s= + ∈ −∞ ∞%  Преобразованием Бохнера называется отображения 

( ),s f s→ %  то есть отображение из ( , )−∞ ∞  в CE, при этом (0) .f f=% %  Область значений 
преобразований Бохнера обладает следующими свойствами: 

1) состоит из точек сферы, так как 

 ( ) sup ( ) sup ( ) (0) ;
E E

E EC Ct t
f s f t s f t f

−∞< <∞ −∞< <∞
= + = =% %  

2) сохраняет расстояние, так как 

 ( ) ( ) sup ( ) ( )
E

EC t
f s f s f t s f t s

−∞< <∞
+ τ − = + + τ − + =% %  

 sup ( ) ( ) ( ) (0) ;
E

E Ct
f t f t f f

−∞< <∞
= + τ − = τ −% %  

3) функция f (t) почти периодична тогда и только тогда, когда почти периодична функция 
( )f s% с тем же почти периодом; 

4) из определения Бохнера [2] почти периодической функции со значениями в банаховом 
пространстве следует, что для того, чтобы функция ( )f s%  была почти периодической, необходимо 
и достаточно, чтобы область значений преобразований Бохнера была относительно компактный. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема. Для того чтобы преобразование Бохнера ( )f s%  было почти периодической функцией, 

необходимо и достаточно, чтобы существовала такая относительно плотная на действительной оси 
последовательность чисел { },ns  для которой соответствующая последовательность { ( )}nf s%  была отно-
сительно компактной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из того, что область значений преобразований 
Бохнера относительно компактна, то есть любая последовательность { ( )}nf s%  относительно 
компактна. 

Докажем достаточность. Сначала докажем, что для любого числа 0ε >  множество ε-почти 
периодов { }ετ  относительно плотно. 

Так как последовательность { ( )}nf s%  относительно компактна, то существует k значений, 

зависящих от ε: 1,0 2 ,0 ,0( ), ( ), , ( )kf s f s f s% % %K  таких, что для любого натурального числа справедливо 
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 ,0
1

( ) ( ( ), ),
k

n j
j

f s f s
=

∈ ε% %U  

где ( , )f ε%  обозначает открытую сферу с центром f%  и радиусом ε. 

Разобьем последовательность { ( )}nf s%  на k подпоследовательностей ,{ ( )}j nf s%  таких, что для 

любого числа j , ,0( ) ( ) .
E

j n j C
f s f s− < ε% %  

Согласно свойству 2 области значений преобразований Бохнера это означает, что 

, ,0( ) ( ) (0) ,
E

j n j C
f s f s f− − < ε% % %  значит, , , ,0j n j n js sτ = −  есть почти период. 

Докажем, что множество ,
1
{ }

k

j n
j=

τU  есть относительно плотное множество чисел. Пусть число 

d > 0 — длина интервала, в каждом из которых есть член последовательности { }.ns  Положим 

 ,0[1, ]
min{ },jj k

m s
∈

= −  ,0[1, ]
max{ },jj k

M s
∈

= −  .e M m d= − +  

Рассмотрим интервал (a < a + l), где число a произвольно. Интервал (a − m, a − m + d) содержит 
хотя бы одну точку 

1 1,j ns  последовательности { },ns  следовательно, из равенств (6) следует: a m m− +

  
1 1 1, ,0j n js s−   

 ,a m d M− + +  то есть, учитывая (5), получаем a
1 1,j nτ .a l+  Значит, множество ,

1
{ }

k

j n
j=

τU — 

относительно плотное множество чисел. 
Докажем теперь, что функция ( )f s%  непрерывна. Из свойства 2 области значений 

преобразований Бохнера следует, что для этого нужно доказать, что функция f (t) равномерно 
непрерывна. Для этого положим { dΔ = − ζ }.d  Пусть ( , )z C E= Δ  есть непрерывное 
преобразование всех функций ( )z ζ  из промежутка Δ в банахово пространство E, следовательно,

{ ( }; },z z= ζ ζ∈Δ max ( ) .E
E

z z
Δ

= ζ  Положим { ( ); }.n nz f s= ζ + ζ∈Δ  Так как n m E
z z−  ( ) ( ) ,

E
n m C

f s f s−% %  

то последовательности { }nz  и { ( )}nf s%  относительно компактны. Так как функция f (t) непрерывна, 
то функция ( )nf sζ +  равномерно непрерывна на отрезке Δ, значит, каждому числу 0ε >  

соответствует число ,εδ  0  εδ  ,
2
d  такое, что для любых чисел ′ζ  и ′′ζ  из промежутка Δ и любого 

натурального числа n из неравенства ′ ′′ζ − ζ   εδ  следует неравенство ( ) ( )n n E
f s f s′ ′′ζ + − ζ +  ε. 

Выберем произвольное число ( ; ),t ∈ −∞ ∞  тогда существует число , ,
2 2n
d ds t t⎛ ⎞∈ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

следовательно, ,nt s= ζ +  где ζ   .
2
d  Пусть теперь имеет место неравенство t t−   εδ  и положим 

.nt s= ζ +  Тогда будут выполняться неравенства ζ   d  и t tζ − ζ = −   ,εδ  откуда следует 

( ) ( ) ( ) ( )n nE E
f t f t f s f s− = ζ + − ζ +  ε. Значит, функция f (t) равномерно непрерывна на 

рассматриваемом промежутке. Теорема доказана.� 
Эта теорема позволяет упростить определение Бохнера [2] почти периодической функции со 

значениями в Банаховом пространстве. 
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